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CHAPTER V.

General Considerations on Algebraic Constructions.

1 . We shall now lay aside the matter of construction with
straight edge and compasses. Before quitting the subject we
may mention a new and very simple method of effecting cer-

tain constructions, paper folding. Hermann Wiener * has
shown how by paper folding we may obtain the network of

the regular polyhedra. Singularly, about the same time a

Hindu mathematician, Sundara Row, of Madras, published a

little book, Geometrical Exercises in Paper Folding (Madras,

Addison & Co., 1893), in which the same idea is consider-

ably developed. The author shows how by paper folding we
may construct by points such curves as the ellipse, cissoid, etc.

2. Let us now inquire how to solve geometrically prob-

lems whose analytic form is an equation of the third or of

higher degree, and in particular, let us see how the ancients

succeeded. The most natural method is by means of the

conies, of which the ancients made much use. For example,
they found that by means of these curves they were enabled
to solve the problems of the duplication of the cube and the

trisection of the angle. We shall in this place give only a

general sketch of the process, making use of the language
of modern mathematics for greater simplicity.

Let it be required, for instance, to solve graphically the

cubic equation
xa + a)<2+ bx + c = 0>

or the biquadratic,

x4 +ax3 + bx2 + cx + d=0.
* See Dyck, Katalog der Münchener mathematischen Ausstellung von

1893, Nachtrag, p. 52.

Klein, F. Elementarmathematik vom höheren Standtpunkt aus, seconda edizione, 
Teubner, Leipzig, 1911; Jbuch 42, 109 



Sundara Row Geometric exercises in paper folding, Addison and Co., Madras, 1893.
Frotespizi di varie edizioni, raccolti in (Magrone, Talamanca 2017)



Da# due pun# P e Q, 
esiste un'unica piegatura 
che passi per entrambi.

Dati due punti P e Q , esiste 
un'unica piegatura che porti 
P su Q

Date due linee rette m ed r, 
esiste sempre una piegatura 
che porti m su r



Dati un punto p e una retta r, esiste
un'unica piegatura perpendicolare a
r che passi per il punto p.

O5: Da# due pun# P e Q e una re;a r, esiste
una piegatura passante per Q che por# P su r



Interpretazione geometrica della piega O5



Interpretazione
geometrica della
piega O5



La retta r è il bordo del foglio

Interpretazione
geometrica della
piega O5



la linea che si piega è la retta tangente in
Q alla parabola con fuoco in P e direttrice
r, il bordo del foglio

Interpretazione
geometrica della
piega O5



• Sia f una piega ottenuta con il procedimento appena descritto, piegando P sulla 
retta r (direttrice). H è il punto di r individuato dalla piega f

• Si osservi che f è l’asse del segmento HP, quindi tutti i suoi punti sono 
equidistanti da P e H. 

• Si introduce la piega per H, perpendicolare ad r (tratteggiata, in figura)

• Il punto Q è l’intersezione di questa piega con f , quindi è equidistante da P e H, 
e la distanza QH è la corretta distanza tra P e la direttrice stessa, perché QH è 
ortogonale ad r

• Dalla relazione QH = QP, e ricordando la definizione di parabola, si deduce che 
il punto Q appartiene alla parabola di fuoco P e direttrice r ed f è la retta 
tangente a tale parabola



Da# due pun# p1 e p2 e due re+e r1 e r2, esiste una piegatura 
che por# p1 su r1 e p2 su r2. 

O6 la piega Beloch



Due parabole con tre tangenti in comune

In O6 ci sono due punti dati e
due rette date, quindi ci sono due
parabole identificate: la piega
produce una retta tangente ad
entrambe le curve, quando la
piega è possibile.

Immagine da (Magrone, Talamanca 2017)



Diverse possibilità di tangenti comuni a due parabole. L’immagine a destra mostra una caso in 
cui non è possibile trovarne. 

Immagini da (Magrone, Talamanca 2017)



Per trovare le radici di polinomi qualunque, e in par#colare di terzo grado, dobbiamo passare per questa 
costruzione:
Da# due pun# A e B e due re;e r ed s, costruire un quadrato di ver#ci X, Y, W e Z tale che X e Y giacciano su r ed 
s, e A (rispeGvamente B) giaccia sulla re;a che congiunge X e Z ( rispeGvamente Y e W). 
La costruzione di questo è la chiave per costruire soluzioni di problemi di terzo grado piegando la carta. In che 
modo la piega di Beloch è collegata a questo quadrato?

Immagine da (Borgato, Salmi 2018)
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Introduciamo due pieghe ausiliarie: r’ ed s’

Immagine da (Borgato, Salmi 2018)
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Si effe;ua la piega Beloch con i pun# A e B e le re;e r’ ed s’.
La piega in verde, è asse dei segmen# AA’ e BB’,  quindi è perpendicolare, per costruzione, a tali 
segmen#. Prolungandoli (sempre u#lizzando le pieghe) si costruiscono i la# del quadrato. 

Immagine da (Borgato, Salmi 2018)
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Metodo di Eduard Lill (1830-1900): procedimento grafico per la risoluzione di 
equazioni algebriche di grado qualunque

Il quadrato Beloch permette di riprodurre la risoluzione grafica, mediante le 
piegature. 



P(x) = a3x3 + a2x2 + a1x + a0

Consideriamo la catena poligonale a 4 spigoli O-A3-A2-A1-A0, con soli
angoli reF, dove il punto di partenza è l'origine O, la lunghezza del
segmento che termina in Ai è |ai| il verso in cui si «gira» dipende dalla
combinazione dei segni dei coefficien#

P(x) = 3x3 -5x2 -3x + 2
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Tan (θ)= 2 è una radice di 3x3-5x2-3x+2



P (x)= x3 − 1/2x2 + 5/2 x+1 

A par#re dalla poligonale associata al polinomio, pieghiamo il quadrato Beloch: i pun# saranno O e A0 . 

Una re;a, r1 , è quella che congiunge A3 con   A2, e la seconda, r2 , congiunge A2 con A1 . Ovviamente come 
abbiamo visto prima, le pieghe possibili possono essere tre, come in questo caso. Il quadrato Beloch
riproduce il cammino risolu#vo di Lill.

Immagini da (Magrone, Talamanca 2017)
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