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Guglielmo Libri in his Histoire des Sciences Mathématiques en Italy
(1840) wrote: 

Bombelli’s Algebra is divided into three books. The first contains the  basic elements, calculation with radicals, 

and with imaginary numbers, the second one contains everything related to the resolution of equations up to the 

fourth degree, the third is a collection of problems, among which there are some of great difficulty regarding 

indeterminate analysis. 

In this treatise, all the knowledge of algebra of that time is expounded, the proofs are rigorous and complete and 

the science has a systematic aspect. The notations easily allow us to make calculations and it is well known to 

what extent notations influenced the development of algebra. The calculation with radicals is fully exposed, as 

well as the general theory of imaginary quantities, of which the author makes an application to the so-called 

“irreducible case” (“caso irriducibile” ). 

Bombelli was the first to have generally enunciated the reality of the three roots of an algebraic equation of third 

degree when all three present themselves in an imaginary form. In many cases he verified this claim by directly 

extracting the root of the two binomials. 

Bombelli’s work has contributed in no little way to the progress of mathematics. For the first time we see the 

rigor of synthesis applied to algebraic proofs. 
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G. Cardano, Ars Magna, 1545

Niccolò Tartaglia



Al-Khwarizmi Al-jabr w’al-muqabala

I sei tipi di equazioni algebriche di primo e 

di secondo grado

 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑡𝑖 𝑢𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝑒 𝑎𝑥2 = 𝑏𝑥

 quadrati uguale a numero 𝑎𝑥2 = 𝑐

 𝑐𝑜𝑠𝑒 𝑢𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒 𝑎 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑎𝑥 = 𝑐

 quadrati e cose uguale a numero

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 = 𝑐

 quadrati e numero uguale a cose

𝑎𝑥2 + 𝑐 = 𝑏𝑥

 cose e numero uguale a quadrati

𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎𝑥2

con 𝑎, 𝑏, 𝑐 numeri positivi

𝑥2 + 10𝑥 = 39

𝑥 =
10

2

2
+ 39 −

10

2
= 3

𝑥2 + 𝑝𝑥 = 𝑞 𝑝, 𝑞 > 0

𝑥 =
𝑝

2

2

+ 𝑞 −
𝑝

2

Il completamento del 

quadrato
La regola per risolvere l’equazione 



G. Cardano, Ars Magna (1545) 

La formula risolutiva per equazioni di terzo grado

cubo e cose uguale a numero 𝑥3 + 𝑎𝑥 = 𝑏

cubo e numero uguale a cose 𝑥3 + 𝑏 = 𝑎𝑥

𝑐𝑢𝑏𝑜 𝑢𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝑒 𝑒 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑥3 = 𝑎𝑥 + 𝑏

con  a, b numeri positivi

𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 non veniva mai scritta

con la sostituzione 𝑦 = 𝑥 +
𝑎

3
l’equazione 𝑥3+𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 = 𝑐

si trasforma in una equazione priva del termine di secondo 

grado.  



Quando chel cubo con le cose 

apresso

Se aguaglia a qualche numero 

discreto

Trovan dui altri differenti in 

esso.

Dapoi terrai questo per 

consueto

Che’el lor produtto sempre sia 

eguale

Al terzo cubo delle cose neto.

El residuo poi suo generale

Delli lor lati cubi ben sottratti

Varrà la tua cosa principale.

In el secondo de codesti atti

Quando chel cubo restasse lui solo

Tu osserverai quest'altri contratti:

Del numer farai due tal parti a volo

Che l'una in l'altra si produca schietto

El terzo cubo delle cose in stolo.

Delle qual poi, per commun precetto

Torrai li lati cubi insieme gionti

Et cotal summa sarà il tuo concetto.

El terzo poi de questi nostri conti

Se solve col secondo, se ben guardi

Che per natura son quasi congionti.

Questi trovai, et non con passi tardi,

Nel mille cinquecente quatro e trenta

Con fondamenti ben saldi e gagliardi

Nella città dal mar intorno centa.

𝑥3 + 𝑝𝑥 = 𝑞

𝑢3 − 𝑣3 = 𝑞

𝑢3𝑣3 = (
𝑝

3
)3

𝑥 = 𝑢 − 𝑣

𝑥3 = 𝑝𝑥 + 𝑞

𝑢3 + 𝑣3 = 𝑞

𝑢3𝑣3 = (
𝑝

3
)3

𝑥 = 𝑢 + 𝑣

𝑥3 + 𝑞 = 𝑝𝑥

Niccolò Tartaglia

Venezia 1534



𝒙𝟑 + 𝟔𝒙 = 𝟐𝟎

𝟔𝒙 = 𝟑 × 𝟐𝒙

Posto 𝒙 = 𝒖 − 𝒗

In figura i tre parallelepipedi hanno dimensioni 𝒖, 𝒗, 𝒙 = 𝒖 − 𝒗

dunque

𝒖 × 𝒗 = 𝟐

ovvero

𝒖𝟑 × 𝒗𝟑 = 𝟖 = (
𝟔

𝟑
)𝟑 (seconda condizione di Tartaglia) 

𝒙𝟑 + 𝟔𝒙= (𝒖 − 𝒗)𝟑+𝟑 × 𝒖𝒗 𝒖 − 𝒗 è chiamato “gnomone”.  

Lo “gnomone” vale 20. 

Per completare il cubo di spigolo AC=u, è necessario aggiungere allo

“gnomone” il cube 𝑣3

𝒖𝟑 = (𝒖 − 𝒗)𝟑+𝟑 × 𝒖𝒗 𝒖 − 𝒗 + 𝒗𝟑

cioè

𝒖𝟑 = 𝟐𝟎 + 𝒗𝟑 (prima condizione di Tartaglia) 

Completamento del cubo  

AC= u

AB=x=u-v

BC=v







𝑥3 + 6𝑥 = 20
Posto 𝑥 = 𝑢 − 𝑣, se u e v risolvono il sistema

ቊ𝒖
𝟑 − 𝒗𝟑 = 𝟐𝟎
𝒖𝟑𝒗𝟑 = 𝟖

allora  𝑥 = 𝑢 − 𝑣 è soluzione dell’equazione 𝑥3 + 6𝑥 = 20. 

Il problema è ricondotto a determinare due numeri 𝑢3 e − 𝑣3 di cui si conoscono la somma e il prodotto (20 e − 8). Tali numeri sono le soluzioni 

dell’equazione di secondo grado 𝒛𝟐 − 𝟐𝟎𝒛 − 𝟖 = 𝟎, ovvero 𝑢3 = 10 + 100 + 8 e −𝑣3= 10 − 100 + 8

𝒙 = 𝒖 − 𝒗 =
𝟑

𝟏𝟎𝟖 + 𝟏𝟎 −
𝟑

𝟏𝟎𝟖 − 𝟏𝟎

Il metodo viene esteso a ogni equazione della forma 𝑥3 + 𝑝𝑥 = 𝑞 . 

La procedura è la seguente:  

• si prendano il cubo di 
𝑝

3
e il quadrato di

𝑞

2
e si sommino tra loro (

𝑝

3
)3+(

𝑞

2
)2

• alla radice quadrata di quest’ultima espressione si aggiunga 
𝑞

2
(
𝑝

3
)3+(

𝑞

2
)2 +

𝑞

2

• si estragga la  radice cubica di quest’ultima espressione e si sottragga ad essa la radice cubica del suo «residuo» (ovvero di (
𝑝

3
)3+(

𝑞

2
)2 −

𝑞

2
) 

𝒙 =
𝟑

(
𝒑

𝟑
)𝟑+(

𝒒

𝟐
)𝟐 +

𝒒

𝟐
−

𝟑

(
𝒑

𝟑
)𝟑+(

𝒒

𝟐
)𝟐 −

𝒒

𝟐



Il caso irriducibile dell’equazione cubica 

Per risolvere l’equazione 𝑥3 = 𝑝𝑥 + 𝑞, il metodo di Cardano

consiste nel porre

𝑥 = 𝑢 + 𝑣

col procedimento descritto si arriva alla formula risolutiva  :

𝑥 = 𝑢 + 𝑣 =
3 𝑞

2
+ (

𝑞

2
)2 −(

𝑝

3
)3+

3 𝑞

2
− (

𝑞

2
)2 −(

𝑝

3
)3

Il caso irriducibile si presenta quando sotto radice quadrata 

compare un numero negativo. 

Nell’ Ars Magna Cardano evita accuratamente questo caso, 

mentre nell’Algebra di Bombelli il caso è trattato e risolta la 

difficoltà. 



L’Algebra di Bombelli: libro primo

𝑎 ± 𝑏, 𝑎 ± 𝑏 (chiamati binomi e recisi) 

𝑎 ± 𝑏, 𝑎 ± 𝑏 (radici legate)

3 𝑎 ±
3
𝑏 (binomi cubici)

3 𝑎 ∓
3
𝑎𝑏 +

3
𝑏 (residuo cubico) (se moltiplicato col corrispondente binomio cubico si 

ottiene un numero razionale)

3

𝑎 ± 𝑏 , 
3

𝑎 ± 𝑏 (radici cubiche legate)

Risolve il problema «di trovare il lato cubico del binomio 𝑛 ±𝑚 », cioè trasforma 

l’espressione 
3

𝑛 ± 𝑚 nell′espressione 𝑣 ± 𝑢

Infine per risolvere il caso irriducibile introduce i numeri complessi e le regole di calcolo con 

tali nuovi enti aritmetici



L’aritmetica con gli immaginari

−1 è chiamata più di meno

− −1 è chiamata meno di meno

+ × +𝑖 = +𝑖

− × +𝑖 = −𝑖

+ × −𝑖 = −𝑖

− × −𝑖 = +𝑖

+𝒊 × +𝒊 = −

+𝑖 × −𝑖 = +

−𝑖 × +𝑖 = +

−𝑖 × −𝑖 = −



L’Algebra di Bombelli: libro secondo 
𝑥3 = 15𝑥 + 4

La formula cardanica contiene la radice «sofistica» −121

𝑥 =
3

2 + −121 +
3

2 − −121 =
3
2 + 11𝑖 +

3
2 − 11𝑖

E’ facile verificare che 𝑥 = 4 è una radice reale dell’equazione. Ma come ottenerla dalla formula? 

Nel primo libro Bombelli si era posto il problema di «trovare il lato cubico di un binomio», ovvero di 

trasformare 
3
𝑎 ± −𝑏 nella forma u ± −𝑣 (𝑏, 𝑣 numeri positivi). 

Bombelli osserva che allora u e v devono soddisfare le due condizioni ቊ
𝑎 = 𝑢3 − 3𝑢𝑣

3
𝑎2 + 𝑏 = 𝑢2 + 𝑣

Per trovare u, v propone il seguente metodo «per pratica»:

Quando 𝑎 = 2 e 𝑏 = 121,
3
𝑎2 + 𝑏 =

3
4 + 121 = 5 e le due condizioni diventano ቊ2 = 𝑢3 − 3𝑢𝑣

5 = 𝑢2 + 𝑣

Così deve essere 𝑢2minore di 5 e 𝑢3 maggiore di 2 e «a tentoni» 𝑢 = 2 e 𝑣 = 1.  



“E con questa regola – afferma Bombelli –benché non sia generale, ma 

più tosto pratica, sarà quasi impossibile, quando dette radici haveranno

lato, non lo trovare”.  

nel caso dell′equazione 𝑥3 = 15𝑥 + 4, 

3
2 + 11𝑖 = 2 + 𝑖 and

3
2 − 11𝑖 = 2 − 𝑖

𝑥=
3
2 + 11𝑖 +

3
2 − 11𝑖 = 2 + 𝑖 + 2 − 𝑖 =4 



Le notazioni algebriche di Bombelli

𝑥3 = 15𝑥 + 4

2 + 0 − 121

3
2 + 0 − 121+

3
2 − 0 − 121

3
2 + 11𝑖 +

3
2 − 11𝑖cioè

cioè 2 + 11𝑖

Notazione esponenziale per le potenze 

dell’incognita

Le notazioni per le radici quadrate e 
cubiche



Ancora se puo procedere nella equatione di questo Cap[ito]lo in un altro modo, 

come se si havesse ad agguagliare

[cioè 𝒙𝟑=15x+4]

pigliasi il terzo de le Cose che è 5, cubasi fa 125 et questo se cava del quadrato 

della metà del numero che è 4, restarà 0 m 121che di questo pigliasi la Radice, dirà 

R|0 m 121| che aggiunta con la metà del numero farà 2 p R|0 m 121| che pigliatone 

il creatore cubico et aggiunto col suo residuo farà 

R3 |2 p R|0 m 121|| p R3 |2 m R|0 m 121|| e tanto vale la cosa.

[cioè 𝐱 =
𝟑
𝟐 + (𝟎 − 𝟏𝟐𝟏 +

𝟑
𝟐 − 𝟎 − 𝟏𝟐𝟏]

Et benché questo modo se possa più tosto chiamar sofistico che altrim[en]te come 

fu detto innanzi nel Capitolo di Censi, et Nu[me]ro eguali a Cose, che pure 

nell’operatione serve senza difficoltà niuna, et assai volte si trova la valuta de la 

Cosa per numero, come questo che ha creatore, che il creatore di R3 |2 p R|0 m

121|| sarà 2 p R|0 m 1|

[cioè 
𝟑
𝟐 + (𝟎 − 𝟏𝟐𝟏 = 𝟐 + 𝟎 − 𝟏 ]

che aggiunto col suo residuo che è 2 m R|0 m 1| 

[cioè 𝟐 − 𝟎 − 𝟏 ]

che aggiunti insieme fanno 4 che è la valuta della cosa.


